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RESUMO

O infinito se apresenta como uma das dificuldades para a compreensdo do conjunto dos nimeros reais por
estudantes de diferentes niveis. Nesta pesquisa, busca-se investigar a nocdo de infinito dos licenciandos,
elaborando e implementando tarefas sobre sequéncias e séries infinitas e sobre cardinalidade e analisando a
constituicdo de objetos matematicos e as interagcBes entre participantes. O trabalho ocorreu mediante
encontros presenciais e virtuais no ambiente VMT-Chat®. Adotou-se a metodologia de Design Experiment em
trés ciclos. A fundamentagdo tedrico-metodoldgica articulou 0o Modelo da Estratégia Argumentativa® e a
Teoria da Cognigdo Corporificada®. Os resultados mostraram que o ambiente favoreceu diferentes modos de
expressdo dos participantes. Corroboraram-se resultados de outras pesquisas, ja que o infinito potencial
esteve mais presente nas interacdes e nas respostas dos estudantes. Além disso, outras possibilidades foram
vistas: a ideia de religiosidade associada ao infinito potencial; o impasse entre zero como limite e o infinito
como soma dos termos de uma sequéncia infinita, entre outras. Como os estudantes sempre procuram
estratégias que confirmem o processo iterativo infindavel, com relacdo a negacdo do finito, novas tarefas
deverdo ser implementadas em pesquisas futuras.

Palavras-chave: Infinito potencial e atual. Argumentos. Mapeamentos conceituais. Ambiente virtual
colaborativo. Tarefas ndo familiares.

O infinito — tema a todo momento presente quando se trata de matemética, em
particular quando se abordam conjuntos numéricos — sempre intrigou a mente humana. A
diversidade e a complexidade dos contextos em que o infinito aparecia ora aproximava ora
distanciava os pensadores acerca do tema.

Um dos contextos desse movimento se deu a partir da necessidade que 0s gregos

tinham para entender a dindmica da relacdo entre o espaco e 0 tempo, que gerou 0S
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paradoxos: da flecha, de Aquiles e a tartaruga, do estadio. Essa discussdo trouxe, em seu
bojo, uma tensdo entre opostos: o infinitamente grande em contraponto com o
infinitamente pequeno.

O outro esteve relacionado com a finitude e infinitude do Universo e que ndo 0s
levou a um consenso.

Apesar da Idade Meédia ndo fazer parte do escopo do presente trabalho, procurou-se
encontrar elementos que pudessem contribuir na compreensdo das questdes que foram
colocadas posteriormente identificando-se que na época o infinito esteve presente em
questdes religiosas e discussoes filosoficas.

Sob o impulso das questdes relacionadas ao movimento, a mecanica celeste e ao
célculo de areas e volumes, durante o Renascimento, alguns conceitos e procedimentos de
resolucdo de problemas desenvolvidos pelos gregos foram retomados. Os renascentistas
aplicaram o método da exaustdo, desenvolvido por Eudoxo, em situagBes envolvendo o
infinito, sendo considerado atualmente como o precursor do calculo dos infinitesimais e
aprofundaram as concepgdes intuitivas da nocgdo de limite e de continuidade.

A tentativa de representar no plano os “corpos tridimensionais” fez com que 0s
renascentistas desenvolvessem a nogéo de perspectiva trazendo assim a discussdo sobre o
infinito para o campo da arte e da arquitetura.

Embora questdes sobre o infinito tenham sido abordadas desde a Grécia Antiga®
sua transicdo de infinito potencial para o infinito atual sé ocorreu a partir das discussdes
dos matemaéticos do século XIX, periodo em que 0s nomes mais expressivo sdo Bolzano e
Cantor.

Bolzano foi um dos pioneiros na tentativa de formalizar o tema. Elaborou trabalhos
sobre aritmetizagdo do célculo e deu defini¢bes sobre limite, derivada, continuidade e
trabalhos pioneiros sobre convergéncia de series, aléem de importantes estudos sobre as
fungbes continuas ndo derivaveis. Um de seus textos publicados se refere unicamente ao
infinito, Paradoxos do Infinito. Nesse, em 70 paragrafos, Bolzano faz uma andlise critica
da viséo dos filosofos e matematicos e apresenta o alicerce para a formalizacdo do infinito
matematico. Bolzano ndo se contenta em argumentar a favor dos conjuntos infinitos atuais,
chegando a dar uma determinacéo intrinseca: todo conjunto infinito pode ser posto em

correspondéncia biunivoca com uma de suas partes proprias (ou um conjunto bijetivamente
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equivalente a ele). E a descoberta fundamental dos “Paradoxos”. Sua teoria Matematica
sobre infinidade antecipou a teoria de intervalos finitos de Cantor.

Com relagdo a comparacéo entre dois conjuntos infinitos, o que Cantor faz, além de
colocar em correspondéncia biunivoca os elementos de dois conjuntos infinitos entre si, é
redefinir o conjunto, ou seja, propde que 0 conjunto seja visto como um todo
independentemente de seus objetos. Assim, qualquer subconjunto de um conjunto infinito
é também infinito. Continuando seus estudos, Cantor percebeu que nem todos eram iguais,
identificando assim, infinitos conjuntos infinitos. Com essa e outras descobertas Cantor da
um impulso e uma definigdo no que diz respeito ao infinito atual e uma contribuicéo
fundamental para o avanco da Mateméatica Moderna.

Mas, como o infinito tem sido abordado nos livros didaticos nos diferentes niveis
de ensino? Como o infinito tem sido tratado em pesquisas recentes e na sala de aula? Como
E como se processa a aprendizagem desse conceito nos diferentes niveis de ensino, em
particular pelos licenciandos?

Ha dois outros contextos além do histérico a serem considerados para a
compreensdo da ideia de infinito: o da sala de aula e o das pesquisas. No primeiro, pode-se
abordar os livros didaticos’ e a prética profissional e no segundo, existem muitas formas de
abordagem.

Nos livros didaticos do Ensino Fundamental e Médio ndo sdo realizados estudos
especificos sobre o infinito. Entretanto, ele sempre aparece nos nimeros irracionais, nas
dizimas periddicas, nos intervalos reais e nos conjuntos numéricos. Para explicar o
conjunto dos nimeros naturais N e o dos inteiros Z usa-se 0 argumento de que sempre
existe mais um. Passa-se sem comentérios sobre o conjunto dos nimeros racionais Q; e
finalmente, o conjunto dos nimeros reais R, a reta real € apresentada como uma
representacdo gréfica. O infinito também aparece

No ambito da prética profissional houve a necessidade de acompanhamento
especial e com curiosidade sobre o desenvolvimento dos trabalhos de alunos em sala de
aula, principalmente naqueles que envolviam aspectos dos conjuntos numéricos — tais
como racional/irracional, conjuntos densos/ndo densos, finito/infinito — e naquelas que
envolviam analise das representacdes decimais de nimeros — tais como exato/aproximado,

periddico/ndo periddico, cardinalidade de conjuntos.
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Algumas dessas questdes e observacdes resultaram no primeiro trabalho
sistematizado — a dissertagdo de mestrado®. Durante essa pesquisa, procurou-se entender o
que os alunos sabiam e compreendiam sobre a no¢do de densidade nos racionais.

A preocupagdo em discutir essas questdes cresceu aos poucos, e a curiosidade foi
gradualmente instigada em conversas com outros professores e amplamente estimulada no
| Seminario Internacional Corpo, Tecnologia e Linguagem®, em 2004, no qual foi realizada
uma conferéncia, ministrada pelo Prof. Dr. Rafael Nufiez. Naquela ocasido, ele ressaltou a
importancia da teoria da cognigdo corporificada para entender a construgdo do conceito de
infinito na matematica.

No &mbito das pesquisas em Educacdo Matemética identificaram-se referéncias
sobre diferentes abordagens acerca das concepcdes intuitivas sobre o infinito, estudos
sobre 0 mapeamento bésico do infinito, sobre 0 modo como os estudantes compreendem o
infinito e investigagbes que buscam compreender como 0s estudantes lidam com os
paradoxos e com a cardinalidade de Cantor®.

Com relacdo ao publico existem alusdes a estudantes de diferentes niveis escolares,
a estudantes de diferentes cursos superiores e a professores.

Na pesquisa desenvolvida por Kill (2010) com licenciandos de uma universidade
publica brasileira além de procurar identificar qual a concepgdo que eles tinham sobre o
infinito ele buscou saber: onde os estudantes aprenderam ou ouviram falar sobre o infinito,
quais as suas crengas sobre a génese do infinito, que importancia os estudantes davam a
esse conceito para a sua vida profissional e como pensavam ensinar o infinito para alunos
dos niveis basicos.

Embora existam uma variedade de pesquisas envolvendo o infinito, ndo
encontramos referéncia a estudos com licenciandos numa perspectiva de discussdo e
aprofundamento sobre o tema visando a sala de aula do Ensino Fundamental.

Assim, o objetivo desta pesquisa foi o de investigar e analisar a producdo de
significados sobre a nocéo de infinito de licenciandos de Matematica, em um ambiente
privilegiado, em que a participacdo nas discussdes pudesse ser efetiva. Em particular,

buscou-se: verificar como as tarefas sobre infinito promovem ou ndo interagdes no
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ambiente virtual, VMT_Chat™?, e refletir sobre as possibilidades e as limitacdes que esse
ambiente apresenta para os licenciados e para a pesquisadora; analisar como s&o
constituidos os objetos matematicos relacionados aos infinitos potencial e atual; construir e
analisar os mapeamentos cognitivos que emergem durante a constitui¢do desses objetos.

Para delimitar o tema, optou-se por trabalhar com as sequéncias e séries infinitas,
tema abordado nos trés niveis de ensino. Foram consideradas, ainda, situacdes que
envolviam a cardinalidade de Cantor.

Como o interesse é a compreensdo da producéo de significados para essa nocdo de
infinito matematico, investigando também os tipos de mapeamentos cognitivos que
emergem durante a constituicdo desses objetos, tomou-se como base tedrica a Teoria da
Cognicéo Corporificada®™ e a sua articulacdo com o Modelo de Estratégia Argumentativa™®.

A articulacdo entre as duas teorias a fim de compreender a producéo de
significados e a constituicdo de objetos mateméticos em sala de aula, € uma proposta das
autoras™, utilizada em outras pesquisas que envolveram a matematica no terceiro grau'®

Este modelo caracteriza-se, portanto, como um tipo de “investigacdo centrada nos
processos linguisticos em educagdo,” que ocorre em contextos interativos de
aprendizagem, envolvendo professores e estudantes.

Lakoff e Johnson (1999) enfatizam trés pontos que representam resultados
importantes para a ciéncia cognitiva, segundo os linguistas cognitivos: (a) mente e corpo
ndo sdo separaveis; (b) o pensamento, na maioria das vezes, € inconsciente; e (c) conceitos
abstratos sdo amplamente metafdricos. Esses resultados vém ao encontro deste estudo e
complementam a teoria sobre linguagem que embasou 0 MEA.

Em nosso estudo, o grupo foi formado por duplas ou trios de participantes
voluntarios, do curso de matematica, inscritos em um curso de extensdo (descrito mais
adiante), em que constantemente foram provocados ao polidlogo, vivenciando situagdes
sobre as quais deviam expressar as suas opinides e concepcdes sobre o contetido abordado;

além de buscar estratégias para resolver os problemas propostos e usar 0S recursos
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disponiveis ao meio em que estdo inseridos, aos quais se tem acesso através de registros
escritos. Estes registros constituem o material para analise dessas interagdes.

Trabalhar com os argumentos, ou seja, com a fala e a interagdo dos participantes,
leva a Sfard (2008), que propde entender a “matemdtica como um discurso”;
consequentemente, nesse caso, aprender matematica envolve modifica-lo e € nesse dialogar
que ocorre a constituicdo de objetos matematicos.

Vale ressaltar que objetos matematicos sdo aqui entendidos como “[...] objetos
abstratos com distintos significados matematicos. Estes objetos sdo construcfes pessoais e
diferentes matematicos fazem associagdes diferentes com o mesmo significado™*®.

Para Arzarello et al (2004), a fenomenologia do processo de aprendizagem nas
salas de aula de matematica revela uma variedade de acBes e producdes realizadas pelos
estudantes e pelos professores enquanto usam diferentes recursos. Esses recursos —
compartilhados pelos estudantes e, possivelmente, pelos professores — sdo usados néo
apenas como meios de comunicagdo, mas como ferramentas que ajudam no processo do
pensamento. Neste caso, analisou-se 0 discurso escrito sobre os objetos matematicos,
postados tanto no chat quanto no quadro branco de uma plataforma a distancia, durante o
calor da discussé&o.

I*° a0 afirmar que um ambiente virtual é “[...] um

Concorda-se, logo, com Bairra
complexo sistema sociointerativo que envolve multiplos elementos”, e destacam-se, para
este estudo, alguns desses elementos mencionados pelo autor, entre eles: a comunidade
constituida e a sua intencionalidade; as tarefas; os diferentes tipos de discurso; e as normas
de participagéo e de colaboracéo estabelecidas.

Considerando que as tecnologias da comunicacdo e informagdo (TICs) fazem parte
do dia-a-dia e que influenciam tanto a comunicagédo, quanto as formas de organizagéo e
pensamento sociais também buscamos encontrar estudos que apoiassem nossa ideia e
encontramos algumas % que procuram analisar especificamente a contribuicdo dessas
tecnologias no ensino. Por outro lado, nos meios educacionais, seu uso tem sido cada vez
mais estimulado?!, embora, na realidade do ensino mateméatico escolar, nos niveis

fundamental e médio, esse uso ainda seja limitado.
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Com base nesses dados, a hipotese inicial é a de que a andlise do discurso dos
participantes sobre o infinito em um ambiente de discussdo colaborativa, usando as TICs,
pode contribuir para a formacéo inicial de professores de matematica.

Neste estudo, a comunidade se formou primeiro a partir do objetivo da
pesquisadora, no propdsito de ministrar um curso de extensdo que pudesse discutir as
nocdes de infinito que perpassam, ainda que de modo transparente, a matematica escolar
do nono ano e do Ensino Médio; e, depois, se formou a partir da intencdo dos estudantes
em se matricular em um curso de carater optativo.

Levando em conta apenas o elemento “comunidade”, seria possivel optar por uma
das vérias plataformas de ensino a distancia: Moodle, Teleduc, Tidia, entre outras. No
entanto, ao pensar sobre as tarefas propostas para esta investigagéo, optou-se por observar
interagdes discursivas que ocorrem no “calor” da resolugdo de problemas. O objetivo,
desse modo, era o0 de acompanhar as mudangas nos discursos dos participantes durante o
processo de resolugédo do problema e de colaboragdo uns com os outros. A vontade néo era
a de utilizar um forum, onde, em geral, as contribui¢des dos participantes sdo postadas de
modo assincrono; dai a escolha pelo VMT.

A metodologia escolhida para sustentar esta investigacdo foi a de Design
Experiment. O experimento de design supde ser uma cama de testes para inovagoes
educativas, ocorrendo em ciclos de experimentacéo, e, a cada um desses ciclos, € possivel
modificar o experimento, a partir da analise empirica. Entretanto, Cobb et al (2003) -
autores que contribuem para a caracterizagéo desse tipo de metodologia — alertam para o
fato de que ndo se trata apenas de ver uma determinada inovagéo funcionar ou ndo, mas da
necessidade de levantar novas teorias, ainda que humildes, sobre essa inovagéo.

A escolha pelo Design Experiment foi reforcada pelas caracteristicas propostas
pelos autores anteriormente citados, a saber: trata-se de uma concepgdo ao mesmo tempo
pragmética e tedrica cuja natureza é altamente intervencionista. Em razdo disso, a
pesquisadora propds as tarefas, ndo deixando a cargo do grupo essa decisdo, embora
aspectos reflexivos tenham sido considerados. Logo, o carater iterativo e prospectivo dessa
metodologia surgiu naturalmente, a partir das caracteristicas prospectiva e reflexiva.
Afinal, j& que é uma cama de testes, cada novo ciclo é planejado apds uma reflexdo acerca
do anterior, criando, assim, uma nova hipétese que se constituiu em um novo ciclo do
design. No caso deste estudo, houve trés ciclos os quais, dessa forma, vieram a constituir a

iteratividade do processo.



Durante o primeiro ciclo, de carater prospectivo, realizou-se um levantamento
bibliogréafico, considerados trés tipos de fontes: (a) a fonte histdrica (livros especializados,
dissertacdes e teses, dicionarios filosoficos e histdricos, enciclopédias); (b) as pesquisas na
area de educacdo matemadtica (publicagdes em periddicos nacionais e internacionais, teses e
dissertacdes) e os livros didaticos, dois de cada nivel (ensino fundamental e médio); (c) e
um levantamento das plataformas — Teleduc, Moodle e VMT — para cursos a distancia,
dentre as quais optou-se pela Gltima.

As tarefas foram elaboradas a partir da revisao de literatura, das analises dos livros
didaticos e das reflexdes sobre o referencial tedrico e foram discutidas em cursos de
extensdo, nos ciclos 2 e 3.

O material coletado para a andlise foi composto essencialmente pelo texto escrito.
Considera-se como texto, de acordo com a fundamentacao tedrica adotada, todo e qualquer
tipo de registros escritos que se apresentaram como afirmagdes escritas no chat ou no
whiteboard (WB) _ e que podiam ser revistos pelo player_ ou pelo summary, postados no
VVMT ou, ainda, encaminhados para o e-mail da professora/pesquisadora.

Dentre os materiais, contou-se ainda com um diario de campo, em que foram
realizadas anotagOes especificas sobre as dificuldades encontradas pelos participantes
(professora e alunos), sobre o tipo de encaminhamento, sobre as intervengdes da professora
e sobre a reagdo do grupo diante da atividade.

Para a andlise dos dados, recorreu-se ao MEA, a fim de explicitar os argumentos
utilizados pelos estudantes ao participarem dos encontros, e a TCC, para que, a partir
desses argumentos, fossem levantados alguns mapeamentos conceituais. A intengdo era a
de que, na complementaridade das duas propostas, fosse possivel montar um quadro para
entender melhor o pensamento dos estudantes sobre o infinito, 0 que permitiu a proposta
de sugestdes para futuras pesquisas.

Foi utilizada, inicialmente, a proposta de Castro e Bolite Frant (2011) sobre as
etapas necessérias para a analise de dados. Em resumo, séo elas: (a) a leitura exaustiva e a
reducdo dos dados coletados; (b) a anélise e a montagem de um esquema; (c) a elaboragéo
do texto final da analise. Segundo Mometi?? “[..] a reducdo dos dados se refere ao
processo de selegdo, focalizagdo, simplificagdo, abstracdo e transformagdo dos dados
brutos que aparecem escritos nas notas de campo”. No caso deste estudo, tais anotaces,

geradas a partir da planilha do HTML do VMT, foram feitas apds cada encontro.
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Os relatos e as reflexdes, frutos de meses de pesquisa de campo, elucidaram as
seguintes conclusoes.

A anélise sobre o que emergiu nas falas dos estudantes, enquanto se engajavam nas
atividades, revelou a presenca de uma gama variada de termos associados ao infinito, o que
corrobora com as pesquisas de Ribeiro Sampaio (2009).

As interrelacOes existentes entre o panorama historico da pesquisa e a anélise dos
livros didaticos apontam ainda uma considerdvel apropriacdo, por parte dos livros
didaticos, de abordagens do infinito, ou seja, do infinito potencial como algo processual.
N&o € de se surpreender, portanto, que o0s estudantes apresentem essa concep¢ao do infinito
como sendo a mais “presente” em seu modo de pensar. Esses dados foram confirmados por
Kill (2010), j& que apontam que, para os licenciandos, “[...] a conceituacdo mais comum
para o infinito, indicada como apropriada aos niveis Fundamental e Médio de ensino, foi a

” 20 na de

de infinito enquanto processo, num total de 54,6% e 46,6%, respectivamente
Kindel (2012) que identificou ndo s6 a apresentacdo desses termos como os licenciandos
desenvolviam sua estratégia para a resolugdo dos problemas propostos baseando-se na
ideia processual do infinito.

Para Lakoff e Nunez (2000), em seu livro Where Mathematics comes from, uma das
formas de definir o infinito est4 associada a duas definigdes distintas: a de finito, do que
tem um fim ou uma borda, e & de negacdo. Assim, é comum definir o infinito como algo
que “ndo tem fim” ?*. Essa ideia fundamental, a negacdo do finito, permitiu a verificagéo
de outros termos associados, tais como: inatingivel (ndo tangivel ou ndo palpavel),
incontivel (ndo contével), indefinido (ndo definido, ndo determinado, imenso), sem fim e
ilimitado (interminavel).

Em suma, os resultados corroboraram-se resultados de outras pesquisas, ja que o
infinito potencial esteve mais presente nas interagdes e nas respostas dos estudantes. Além
desta, surgiram outras possibilidades: a ideia de religiosidade associada ao infinito
potencial; o impasse entre zero como limite e o infinito como soma dos termos de uma
sequéncia infinita; e o uso de propriedades e operagdes validas para os conjuntos finitos
aplicados em contextos infinitos.

Com relagdo ao ambiente e as tarefas verificou-se que apesar de ser “teoricamente”

possivel realizar curso de extensdo a distancia para discutir conceitos mateméticos
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avancgados, é necessario desenvolver outras pesquisas para entender melhor a dindmica do
desenvolvimento desses tipos de cursos onde a participacéo é voluntéria. Embora as tarefas
tenham promovido a interagdo entre os estudantes, é preciso oferecer outras com o intuito
de promover o florescimento do infinito atual, ou seja, é preciso promover mais situacdes
(e diferentes) para que os estudantes possam falar e/ou escrever sobre elas.

Além disso, outro ponto importante a ser investigado € aquele que envolve a
comparagdo entre dois ou mais conjuntos infinitos fora do contexto dos nimeros naturais.
Existem diferentes formas de se olhar para a paridade de conjuntos infinitos. Logo, tarefas
com esse tipo de abordagem precisam ser desenvolvidas para serem discutidas pelos
estudantes em sala de aula.

Desse modo, diante do exposto, surgem as seguintes questfes: que objetos
matematicos relacionados aos infinitos potencial e atual emergem em situagBes que
envolvem intervalos? Quais 0s mapeamentos cognitivos que emergem durante a

constituigdo desses objetos?
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